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In work the methods of account kinematics of parameters of the cutting tool of the executive mechanisms and ro- 
bots-manipulators with three degrees of mobility are analysed. The analytical dependences for account kinematics of 
comers of cutters are offered during cutting. The matrix method of account kinematics of parameters multilink of the 
executive mechanisms is recommended at definition of projections of absolute speed and acceleration of the centre of 
griper of the robot as on mobile, and motionless axes of coordinates.
В Процессе резания расчет задних углов, выражающих реальную величину зазора меж­
ду поверхностью инструмента и поверхностью резания, непосредственно связан с изучением 
перемещения инструмента и обрабатываемого объекта. Задний угол движения измеряется 
между вектором относительной скорости резания и касательной к траектории сложного про­
странственного движения инструмента в заданной точке [1,2].
На чертежах резцов указываются геометрические параметры, полученные при заточке. 
При работе механизма приходится изменять положение режущего лезвия относительно об­
рабатываемого массива, а в зависимости от положения вершины резца изменяются направ­
ления вектора скорости и геометрические параметры резцов в состоянии движения, которы­
ми определяется процесс резания и износ инструментов.
Для использования закономерностей движения резцов при разработке исполнительных 
механизмов определяются следующие расчетные зависимости: скорость движения инстру­
мента, его ориентация относительно траектории движения и вытекающие из требований ки­
нематики углы заточки (или установки) инструмента.
При обработке массива кинематические углы резцов не должны превышать их геомет­
рические значения. Иначе массив разрушается боковыми и задними гранями резцов, увели­
чиваются расход режущего инструмента, усилия и мощность резания, что является одной из 
причин малоэффективной работы машин.
Аналитическому расчету кинематических параметров резцовых исполнительных меха­
низмов посвящены исследования А.С. Архангельского, В.Г. Унгефуга, Л.Б. Глатмана, Е.К. 
Губенкова, Г.И. Грановского, Н.П. Юдина, Б.Н. Толстых [1-7].
В работе В.Г. Унгефуга получены общие параметрические уравнения движения резца в 
пространственной системе координат и найдена скорость его движения [5]. Кинематические 
углы Ч'і и 4^ 2 вектора абсолютной скорости движения инструмента определяются как линей­
ные углы, образуемые вектором V абсолютной скорости и его проекцией на плоскость вра­
щения инструмента (угол f']) и на плоскость, нормальную к радиусу вращения инструмента 
(угол *^ 2) (рис. 1). В работе даны рекомендации по проектированию режущего инструмента, 
предложена конструкция резца, углы заточки которого обеспечивают рациональные условия 
резания с учетом Ч^і vt 4^2 • Аналитические выражения для определения углов v|/, и \)/j имеют
Витебский государст венны й т ехнологический университ ет
вид
sin Vj/| = -  sin у(А, cos ^  -ł- cos /ф) / /
sin \|/2 = A.(sin /ф • cos ^  • cos Y-i- cos /ф ■ sin ^ ) / /  ^ ,
где Y, ^ - углы установки диска в пространстве, характеризующие положение плоскости от­
носительно вращения резцов диска; ф  = сод - угол поворота исполнительного механизма
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(водила); Х = Rlr - отношение радиусов водила и диска; / = /со„ - отношение угловых скоро­
стей диска и водила; П -  планетарная функция основных параметров, определяемая в зави­
симости от основных параметров планетарного диска Y , ^ ^ , г , / ,  ф из выражения
I  + 2 [cos /ф(1 + i cos y) cos ^  -  sin /ф(г -l- cos y)] -l- (i -f cos y)^ -l- cos^ ?^sin у .
Она подробно исследована А.С. Архангельским в работе [3]. Частные случаи исследо­
вания данного уравнения приведены в работе [5]. Для общего случая оно не решается эле­
ментарными способами.
В работе Е.К. Губенкова исследование основных закономерностей движения резцового 
инструмента переносится в область планетарных исполнительных органов с иным располо­
жением осей [4]. Автором выполнен расчет необходимых по условиям кинематики углов за­
точки инструмента. Для исключения внедрения задней и боковой граней в разрушаемый 
массив определяются угол движения а^, угол наклона ^ и угол поворота инструмента. 
Угол определяется как угол между плоскостями. Расчетные формулы с помощью аналити­
ческой геометрии получить достаточно сложно, так как требуется пространственное изобра­
жение расчетной схемы исполнительного органа. Поэтому при выводе уравнений автор не 
учитывал поступательное перемещение исполнительного органа, которое полагал пренебре­
жимо малым по сравнению с другими составляющими планетарного движения инструмента.
Работа Н.П. Юдина включает в себя определение и исследование абсолютной скорости 
движения резцов и ее частных значений, в которых определена зависимость между скоро­
стью вращения водила и углом установки резцов на рабочих дисках [6]. Б.Н. Толстых пред­
ложил для комбайна «Караганда 7/15», предназначенного для проведения подготовительных 
выработок и разработки угольных и калийных месторождений, расчетные зависимости меж­
ду скоростью вращения водила и углом установки резцов на рабочих дисках. Автором пред­
ложена пространственная расчетная схема, в которой векторы скорости резания и относи­
тельного перемещения V„ заданы направляющими косинусами и определен угол 0 между 
этими векторами. По углу 0 и абсолютным значениям скоростей и определяется угол 
Ф, образуемый вектором и вектором V абсолютной скорости движения резца. Предель­
ные значения угла р установки резцов определяются в зависимости от угла ф и бокового X 
резца. В.Н. Толстых упростил методику аналитического исследования кинематики резцов и 
конечные расчетные формулы. Исследования выполнены без учета подачи исполнительного 
механизма, а расчетные зависимости применимы только для рассматриваемого исполнитель­
ного органа [7].
При кинематическом исследовании шнеко-планетарного исполнительного органа В.Б. 
Санкин определил угол между осью резца и вектором абсолютной скорости и вывел расчет­
ные формулы для определения углов, при которых исключается внедрение задней и боковых 
граней в разрушаемый массив [8]. Однако полученные зависимости довольно громоздки, ос­
нованы на поочередном сложении скоростей, требуют пространственных изображений по­
ложения резца и построения косоугольного параллелепипеда. Кроме того, вряд ли целесооб­
разно вычисление косинуса угла между вектором абсолютной скорости и осью резца. Най­
денные зависимости достаточно сложны и применимы только для шнеко-планетарного ис­
полнительного органа.
Для упрощения расчета движение подачи можно разложить на продольное (вдоль 
оси исполнительного механизма) и поперечное. При поперечной подаче резец движется по 
траектории, представляющей собой удлиненную сферическую циклоиду, и происходит ос­
новное разрушение массива. С целью упрощения расчетов поперечное перемещение испол­
нительного механизма принимается соответствующим кинематической схеме резания при
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фрезеровании, когда главное вращательное и вспомогательное поступательное движения 
происходят в одной плоскости, совпадающей с плоскостью вращения. Все точки могут пере­
мещаться при этом при удлиненной циклоиде или трахоиде. Тогда а = ф-Р, где ф - угол ка­
чения; угол р определяется по величине направляющего косинуса. При продольной подаче 
вдоль оси исполнительного механизма каждая точка режущей кромки резца движется по 
винтовой линии с шагом, равным осевой подаче s'o режущей головки за один оборот. В этом 
случае угол движения ad равен углу подъема винтовой линии и определяется из равенства 
а' = arcig(s' !тФ), где D -  диаметр головки по резцам [9].
Разработанные на основе аналитической геометрии указаные выше расчетные 
зависимости и пространственные схемы громоздки и трудоемки для составления 
применительно к сложному движению разрушающего исполнительного механизма. Его 
поступательная подача не учитывается, так как математическое описание перемещающихся 
плоскостей и определение угла между ними значительно усложняют расчетную схему и 
кинематический расчет в целом. Кинематические углы в поцессе резания не соответствуют 
геометрическим углам режущего инструмента. Для сравнения геометрии резца с его 
кинематическими углами необходим дополнительный перерасчет полученных зависимостей. 
Их трактовка у каждого автора различна, отличаются также методы и методика их 
определения.
Для того, чтобы геометрические углы резцов соответствовали кинематическим углам 
и W2, необходимо знать углы ф и х (см. рис. 1): tgvj/, =tgф•cosx, tg\|/j =tgt•cosф. Подстав­
ляя в данные выражения соответствующие значения углов, получаем
К  =  (V, / К )  • (V, I V J ,  V, / к , ,  = (V, / П )  ■ (V, IV ,,).
Следовательно, для обеспечения в процессе разрушения массива необходимых 
кинематических углов Ч^і и Wj боковые и задний углы резца в статике следует определять из 
выражений
tg(p = tg \|/,/cosx  = tgx = tgV)/2/cos(p = V;/V'^.
A-A
Рис. 1. Кинематические углы (1/2.4>і) вектора абсолютной скорости 
движения резца для боковой и задней поверхности инструмента
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Углы ф и t  являются кинематическими углами резца в процессе резания. Чтобы оце­
нить эффективность резцов, а, следовательно, и исполнительного механизма достаточно 
знать отдельные составляющие вектора абсолютной скорости, которые устанавливают необ­
ходимые углы их заточки. Для определения угла ф необходимо знать и Vy, а для опреде­
ления угла X- Ус и Vy. Кинематический угол 4 Для передней грани находится по формуле 
tg^/2 = V./V^. Ось X  направлена вдоль оси резца, ось У -  перпендикулярно оси X  в плоскости 
симметрии резца, ось Z -  перпендикулярно плоскости симметрии резца.
Существующие методики и расчетные зависимости применимы только для одной кон­
струкции исполнительного механизма, их нельзя использовать для совокупности органов. 
Исходные данные при расчетах различны и представлены в виде соотношений, не выделены 
основные конструктивные и кинематические параметры. Отсутствуют и расчетные формулы 
для общего случая движения исполнительных механизмов. При постановке задач следует 
использовать теорию кинематики точки и твердого тела [9]. Пространственные расчетные 
схемы должны быть компактны, достаточно просты и при сложном движении режущего ин­
струмента.
Большая компактность записи достигается при решении задач матричным методом [10]. 
Разработка матричных уравнений расчета кинематических параметров пространственных 
исполнительных механизмов представляет определенный научный и практический интерес. 
Составными частями методологии их вывода должны являться разработка методик и мат­
ричных уравнений, сравнительная оценка различных методов и практические рекомендации 
по их использованию, расчет кинематических параметров на ЭВМ и рекомендации по опти­
мальной установке режущего инструмента. При решении проблемы необходим системный 
подход, каждый отдельный метод по методике изложения и по исходным параметрам дол­
жен отвечать требованиям системы в целом.
Исходные конструктивные параметры должны быть едины для исполнительных меха­
низмов любой конфигурации: выполненных в виде конуса, сферы, цилиндра, овального корпу­
са, диска. Для всех конструкций исходными расчетными конструктивными параметрами будут 
расстояние от оси поворота исполнительного механизма до плоскости врашения или до центра 
диска (R) и текущий радиус (г) вращения резца [9-14]. Угловые скорости вращения и переме­
щение режущей головки должны соответствовать сумме элементарных движений резца в про­
цессе резания [9, 14]. Методика расчета кинематических параметров режущего инструмента 
исполнительных механизмов матричным методом в общем случае подробно рассмотрена и 
проанализирована в работах [9-14]. При определении скорости и ускорения центра охвата ро- 
ботов-манипуляторов также следует использовать матричный метод. Оценка целесообразно­
сти применения данного метода должна первоначально осуществляться на примере простей­
ших схем исполнительных механизмов, как, например, в работе [15].
Существуют различные методы расчетов геометрических, кинематических и силовых 
параметров исполнительных механизмов роботов-манипуляторов. Анализом установлено, 
что наиболее простые методы расчета следует использовать для роботов, работающих в пло­
ских системах координат. Векторный метод расчета следует применять для роботов- 
манипуляторов, звенья которых расположены в одной плоскости [16, 17]. В работах [18, 19] 
скорость V и ускорение а в сферичеекой системе координат определяются как частный слу­
чай их расчета в ортогональных криволинейных координатах. Для расчета скорости опреде­
ляются частные производные от декартовых координат х, у, z по соответствующим 
криволинейным скоростям q2, дг и находятся коэффициенты Ляме Н\, Яг, Яз. Модуль ско­
рости V точки определяется из выражения +q^H l+q^Hl. Для расчета ускорения
также используются коэффициенты Ляме, определяются соответственно частные производ­
ные от квадрата скорости по обобщенным криволинейным скоростям q,q^,q^n координатам 
^,,^2,^ 3 и полные производные по времени от полученных соответствующих разностей част­
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ных производных по q v^ q . Такая методика расчета кинематических параметров достаточно 
трудоемка. Искомые v и а определяются только в проекциях на подвижные сферические 
оси координат R, ф, 0, связанные с движущейся точкой М. В работах [20, 21] скорость v и
ускорение а получены с использованием векторного анализа. Матричное исчисление ис­
пользовано в работах [22, 23] для преобразования от прямоугольной и цилиндрической к 
сферической системе координат. Матричный метод расчета кинематических параметров 
применим к роботу-манипулятору с тремя степенями подвижности. При его использовании 
проекции абсолютной скорости и ускорения точки следует определять как на неподвижные 
оси координат, так и на подвижные оси координат.
Методика расчета кинематичееких параметров матричным методом заключается в том, 
что координаты точки рассматриваются в неподвижной системе и выражаются через коорди­
наты этой точки, например, в цилиндрической или сферической системах координат. Диффе­
ренцированием текущих координат определяются проекции скорости точки на неподвижные 
оси. С использованием транспонированной матрицы определяются проекции скорости точки 
на подвижные цилиндрические или сферические оси координат. Векторным дифференцирова­
нием текущих координат определяются проекции ускорения точки на неподвижные оси. Ана­
логично определяются проекции ускорения точки на подвижные цилиндрические или сфери­
ческие оси координат. Модули скорости и ускорения рассчитываются по известным форму­
лам, а их направления определяются направляющими косинусами. Получаемые расчетные 
формулы позволяют определить скорость и ускорение точки матричным методом. Для чис­
ленного расчета можно использовать стандартные программы вычисления произведения мат­
риц на ЭВМ. Они применимы для определения скорости и ускорения центра схватки робота- 
манипулятора с тремя степенями подвижности, работающего в цилиндрической и сфериче­
ской системах координат [22, 23]. Рассмотрим матричный метод расчета кинематических па­
раметров на примере двухзвенного исполнительного механизма с тремя степенями подвижно­
сти [15, 17].
Расчётная схема исполнительного механизма представлена на рис. 2. Механизм состоит 
из поворотного устройства с вертикальной осью вращения (на рисунке не показанной, угол 
поворота -  ę  ) п двух звеньев I], h, расположенных в вертикальной плоскости YiOZi (углы 
поворота звеньев -  в] и в2 ). Координаты точки М в неподвижной системе X Y Z  в рассматри­
ваемом случае выражаются через координаты этой точки в системе X5Y5Z5 следующим обра­
зом. Система X Y Z  поворотом на угол ф переводится в подвижную систему X]Y|Zi, таким 
образом, что механизм размещается в вертикальную плоскость Y )O Z |. Следующим преобра­
зованием переводим систему координат XiYiZi в систему X2Y2Z2 поворотом вокруг оси ОХ) 
на угол в]. Затем, перемещая начало координат X2Y2Z2 на длину li , получим систему коор­
динат X3Y3Z3. Поворотом системы X3Y3Z3 вокруг оси ОХ3 на угол 02 получим систему коор­
динат X4Y4Z4, которую перемещаем на длину I2 и окончательно получим систему X5Y5Z5. 
Для каждого поворота определяются матрицы А^, с помощью которых определяют­
ся координаты точки М. Анализом установлено, что при других способах преобразования 
координат усложняются матрицы перехода и, следовательно, в целом весь расчёт.
Координаты точки М в неподвижной системе XYZ в рассматриваемом случае выража­
ется через координаты этой точки в системе Х5 Y5 Z5 следующим образом
fx^ ' 0 ' ' 0 ' (х \-*5
у - 0 0 У з
. г . Jly
(1)
Принимаем, что xj, уз, гз=0 и получаем новое равенство
2 0 5
fx " Г о ^ Г о ^
у - W 0 0
J-2^
(2)
Из формулы (2) определяются проекции вектора точки М на неподвижные оси коорди­
нат XFZ, которые имеют вид
sinę s m - /j sin^sin(^, -l- ),
Уд^  =/jCOS^7Sin^, 4-/2COSę7Sin(^,+ ^ 2)’ (3)
Zm = A cos (9, -f- /2 cos(^, -h 2^ )•
Puc. 2. Расчетная схема двухзвенного исполнительного механизма
Вектор скорости v точки М в системе XYZ  определяется дифференцированием теку­
щих координат равенства (2) из выражения
f o ^ ro^






Из формулы (4) определяются проекции вектора скорости точки М на неподвижные 
оси координат XYZ, которые имеют вид
x-Vx =-/j |cos^in^j^+sin^cos^j^J-/2|cos^sin(^j +в^ ф+пп(рсс^ {в^
y  =  V y  = / j  |-8т^г98ІП ^^ф +С 08^С 05^^^^+/2|-8 ІП ^г78Іп(^^ + в^)ф + С 0 8^С 05 ,{в^  ''’ ^2^)’
2 = = -/j ^твд +l^^-sm(e^ ^ ^ 2^ '
Модуль скорости точки М найдётся из равенств (5) по формуле
V = + 2 1 1^^0 {^0  ^+ 0 2 )cos02 + li(Ą  + 4 г  + (/i^Psin0 , + l2^sin (0 , + 0 2 f f  .




где А ' -  транспонированная матрица, равная произведению транспонированных матриц-
т т т тсомножителей, взятых в обратном порядке: А = А^ ■ А .
Векторы V и в равенствах (4) и (7) представляют разложение одного и того же век­
тора V по разным базисам систем координат XYZ и Х5 Y5 Z5 . С учётом (4) равенство (7) будет 
иметь вид
Т  'V,. =А^  А А^ фм ę 0^






Из формулы (8) определяются проекции вектора скорости точки М на подвижные оси 
координат Xs Y5 Z5, которые имеют вид
І 5  = 0 ,  Ў5  =  = / , 0 1  + / 2 ( 0 1  + 0 2 ) c o s 0 2 ,  Ż5  = / , ф 8 І П 0 ,  -h/2 ф 8 Іп (0 ,  -Ь 02  (9 )
Модуль скорости точки М определяется из равенств (9) формулой (6), а направление 
скорости -  направляющими косинусами.
Определим ускорение точки М в системе координат XYZ  матричным методом. Вектор 








Н 2 А ^ \А ,в ,ф  + 2 А ^ ,А ,в 1 + 2 А ^ ,А ,в А
(Р (Р (Р (Р (10)
vA^A,^ \  02 + А^А^^ ф^ +  \  ф 02 + А^А,^ ф )
(ОЛ
\ h j
Из формулы (10) определяются проекции вектора ускорения точки М на неподвижные 
оси координат ХУ2. Модуль ускорения точки М определяется из равенств (10) по формуле
( 11)= 7 xl + fs + 'i l  ^ +al +alУЬ Z;
Значения приведены ниже в (13).
Вектор ускорения точки М в системе Xs Ys Zs (см. рис. 2)
( 12)
2 0 7
с  учётом (10) из равенства (12) получим проекции вектора ускорения точки М на под­
вижные оси координат Х5 Y5 Z5 , которые имеют вид
-^5 =«., =0.
=/,^1+/2(^1+ 4 ) cos6*2-/2((9|-i- 4 ) 4 cos6'2, (13)
Zi = а ^  + 1^ фв^  COSв+  ^ l2фsш{в  ^ +в2) + l2ф[Ó^  + 4 ) s i n 2(^ , -1-^ 2).
Искомые кинематические параметры (9) и (13) показаны на рис. 2. Модуль ускорения точ­
ки М определяется формулой (11), а направление ускорения -  направляющими косинусами.
Полученные расчётные формулы позволяют определить скорость и ускорение точки М 
двухзвенного исполнительного механизма с тремя степенями подвижности матричным ме­
тодом. Для численного расчёта можно использовать стандартные программы вычисления 
произведения матриц на ЭВМ.
При заданных (p=ę(t), ві=в](г), 6 2 - 6 2(1) уравнения траектории центра схвата в парамет­
рической форме получим из формулы (3), где роль параметра играет t. Используя транспони­
рованную матрицу А \  при заданных x=x(t), y=y(t), z=z(t) получим траекторию центра схвата 
в подвижных координатных осях Х5 Y5 Z5.
Изложенную методику расчета скорости и ускорения матричным методом можно ис­
пользовать для двухзвенных и многозвенных исполнительных механизмов с тремя и более 
степенями подвижности, имеющие исходные расчетные кинематические и конструктивные 
параметры роботов-манипуляторов в виде (p=ę(t), Ij, І2,.--Іь 6 j=6 i(t), 6 2-  62 (t), ),... 6 k= 6 k (t).
Предлагаемая методика расчета кинематики роботов изложена в учебном пособии по теоре­
тической механике [24]. При рассмотрении кинематики роботов в пособии представлены: расчет 
кинематических параметров трехзвенного робота-манипулятора с тремя степенями подвижности 
при координатном способе задания движения; расчет кинематических параметров в цилиндриче­
ских координатах матричным методом; расчет кинематических параметров в сферических коор­
динатах матричным методом; расчет кинематических параметров двухзвенного механизма с тремя 
степенями подвижности матричным методом; оценка методов расчета кинематических парамет­
ров пространственных исполнительных механизмов.
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